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FORMULEBLAD

Vuistregels voor de grootte van het verschil van twee groepen

2x2 Kkruistabel (

a

b _
dj’ met phi= ad —be

¢ - Ja+b)a+c)b+d)(c+d)

als phi<-0,4 of phi> 0,4, dan zeggen we “het verschil is groot”,
als —0,4 < phi <-0,2 of 0,2< phi <0,4, dan zeggen we “het verschil is

middelmatig”,
als —0,2 < phi <0,2, dan zeggen we “het verschil is gering”.

Maximaal verschil in cumulatief percentage (max ch) (met

steekproefomvang n >100)

als max ch > 40, dan zeggen we “het verschil is groot”,
als 20 < max ch <40, dan zeggen we “het verschil is middelmatig”,

als max ch <20, dan zeggen we “het verschil is gering”.

X, —-X — —
Effectgrootte £=—1—2— met X, en X, de steekproefgemiddelden

3(8;+5,)

(X,>X,), S, en S, de steekproefstandaardafwijkingen

als £ >0,8, dan zeggen we “het verschil is groot”,
als 0,4< E<0,8, dan zeggen we “het verschil is middelmatig”,
als £<0,4, dan zeggen we “het verschil is gering”.

Twee boxplots vergelijken

noot 1 De

als de boxen" elkaar niet overlappen, dan zeggen we “het verschil is
groot”,

als de boxen elkaar wel overlappen en een mediaan van een boxplot
buiten de box van de andere boxplot ligt, dan zeggen we “het verschil is
middelmatig”,

in alle andere gevallen zeggen we “het verschil is gering”.

‘box’ is het interval vanaf het eerste kwartiel tot en met het derde kwartiel.



Betrouwbaarheidsintervallen

Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de populatieproportie is

pt2- L—p) met p de steekproefproportie en n de steekproefomvang.
n

Het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor het populatiegemiddelde is

)?i2-%, met X het steekproefgemiddelde, n de steekproefomvang en
n

S de steekproefstandaardafwijking.

Over deze workshop

Het onderwerp statistiek is in het nieuwe examenprogramma voor Havo wiskunde
A flink uitgebreid. Met name het vergelijken en interpreteren van (big)data is
nieuw.

In deze workshop nemen we de nieuwe formulekaart als uitgangspunt om door
de vernieuwingen in het examenprogramma te lopen. Vanuit de statistische
theorie en enkele voorbeelden bekijken we de formules.

Tenslotte gebruiken we enkele voorbeeldexamenopgaven statistiek om de theorie
toente passen.

Naast deze hand-out is de presentatie van deze workshop te downloaden via de
website van T3 Nederland.

Het formuleblad en de voorbeeldopgaven statistiek zijn te vinden via de link op
examenblad.nl > havo > 2017 > wiskunde A

De laatste twee pagina's bevatten het onderdeel van de examensyllabus dat over
statistiek gaat.




Kijkcijfers

Op 5 juni 2014 keek 9,2% van de Nederlandse bevolking van 6 jaar en
ouder op televisie naar het NOS-journaal van 20.00 uur.
We zeggen dan dat de kijkdichtheid van dit journaal 9,2 is. Stel dat dit
cijffer het resultaat is van een kijkonderzoek onder een aselecte

Populatie steekproef van 2700 personen van 6 jaar en ouder.

proportie 1 Laat zien dat het 95%-betrouwbaarheidsinterval voor de kijkdichtheid van
dit journaal gelijk is aan 9,2 £ 1,1.

Stichting Kijk Onderzoek (SKO) houdt het kijkonderzoek om uitspraken te
kunnen doen over hoeveel en welke mensen van de Nederlandse
bevolking van 6 jaar en ouder naar de verschillende televisiezenders en
programma’s kijken.

SKO wil dat het betrouwbaarheidsinterval smaller wordt. Hiervoor moet
Popuatie het aantal deelnemers aan het kijkonderzoek worden vergroot.
proportie Neem aan dat de kijkdichtheid bij een grotere steekproef steeds 9,2 blijft.
4p 2 Hoe groot moet de steekproef minstens zijn, zodat de totale breedte van
het 95%-betrouwbaarheidsinterval in het kijkonderzoek kleiner dan 1 is?
Geef je antwoorden in tientallen nauwkeurig.

In werkelijkheid wordt voor het kijkonderzoek geen aselecte steekproef
van personen van 6 jaar en ouder genomen. We bekijken verschillende
mogelijkheden om een steekproef te trekken.

Een mogelijke aanpak zou zijn om eerst een aselecte steekproef uit de

Nederlandse adressen te trekken. Uit de bewoners op elk gekozen adres

wordt vervolgens aselect één deelnemer aan het kijkonderzoek getrokken.
2p 3 Leg uit waarom je hiermee geen aselecte steekproef van personen van

6 jaar en ouder hebt getrokken.

Interpretatie

Een andere mogelijkheid is dat SKO een grote aselecte steekproef van
personen van 6 jaar en ouder trekt en dan aan deze personen vraagt om
zich zelf op te geven voor het kijkonderzoek. Dat levert gemotiveerde
Interpretatie deelnemers op.
20 4 Leg uit waarom deze aanpak voor SKO niet verstandig is.
Voor de werkelijke trekking van deelnemers aan het kijkonderzoek worden
de deelnemers geselecteerd door eerst een steekproef van Nederlandse
gemeenten te trekken. Dit wordt gedaan door de gemeenten op een lijst te
zetten, gesorteerd op volgorde van grootte. Met vaste stapgrootte wordt
door de lijst gegaan en de namen van de getrokken gemeenten worden
genoteerd. Uit deze gemeenten zullen vervolgens de deelnemers worden
Interpretatie getro kken.
2p 5 Geef aan hoe deze eerste stap de kwaliteit van de steekproef van
deelnemers bevordert.
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Vraag Antwoord Scores
Kijkcijfers

1 maximumscore 4

f 1—

* Het toepassen van de formule p+2- rl=p) 1
n

* De uiterste populatieproporties zijn 0,092+2-, /W 1

* Dit geeft 0,092+2-0,0056 (of nauwkeuriger) 1
* Deze proporties met 100 vermenigvuldigen (dit geeft 9,2 £ 1,1) 1

2 maximumscore 4

*  Er moet gelden: ,/w <0,005 1
n

* Beschrijven hoe de bijbehorende vergelijking kan worden opgelost 1
» Dit geeft n = 3341 (of nauwkeuriger) 1
* Het antwoord: (minstens) 3350 (personen) 1

3 maximumscore 2
Voorbeeld van een juist antwoord:
Alleenstaanden hebben een grotere kans om in de steekproef te zitten.
Hierdoor is de steekproef niet aselect.

4 maximumscore 2
Een juiste uitleg is bijvoorbeeld:
Als mensen zichzelf kunnen opgeven, ontstaat er geen representatieve
groep (bepaalde groepen kunnen onder- of oververtegenwoordigd zijn).

5 maximumscore 2
Een juiste uitleg is:
Deze stap zorgt voor selectie uit zowel grote steden als kleine dorpen
(draagt bij aan de representativiteit).

uitwerkingen voorbeeldexamenopgaven statistiek wiskunde A havo - 15-6-2015



Verschillen

Op de Universiteit van Leiden is een onderzoek gedaan onder een groep
studenten. Hierbij werden onder andere de lichaamslengte en de
armlengte van de studenten gemeten. Ook werden het geslacht, de kleur
van de ogen en de voorkeurshand genoteerd. In totaal ging het om

34 mannelijke studenten en 32 vrouwelijke studenten. Enkele resultaten
zie je in tabel 1. Op basis van resultaten van dit onderzoek wil men
uitspraken doen over alle mannelijke en vrouwelijke studenten in Leiden.

tabel 1
voorkeurshand
links rechts
man 5 29
geslacht
Vrouw 2 30

Phi . . .
4p 6 Noem de variabelen uit tabel 1 en geef van elk van de variabelen aan of

deze nominaal of ordinaal is. Licht je antwoord toe.
P 3p 7 Bepaal met behulp van het formuleblad of het verschil in voorkeurshand
tussen de mannelijke en de vrouwelijke studenten in het onderzoek groot,
middelmatig of gering is.

In tabel 2 staan het gemiddelde en de standaardafwijking van de
lichaamslengte van de studenten.

tabel 2
lichaamslengte (cm)
aantal : -
gemiddelde @ standaardafwijking
man 34 183,8 5,8
VIouw 32 170,8 8,1

Op basis van tabel 2 kunnen voor de lichaamslengte van mannen en
ggfq‘i‘('j"gflde vrouwen 95%-betrouwbaarheidsintervallen worden opgesteld.
4p 8 Onderzoek welk van deze twee intervallen het smalst is. Welke informatie
geeft zo’'n 95%-betrouwbaarheidsinterval in deze context?

lemand die iets wil zeggen over de grootte van het verschil in
lichaamslengte tussen de mannen en de vrouwen in het onderzoek, zou
gebruik kunnen maken van de effectgrootte. Bij de berekening van de
effectgrootte zijn de gemiddeldes en standaardafwijkingen van beide
groepen van belang. Ga ervan uit dat het verschil van de gemiddeldes
Interpretatie gelljk blljft

3p 9 Leg uit op welke wijze grotere standaardafwijkingen de grootte van het

verschil (groot, middelmatig, gering) kunnen beinvioeden.
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De resultaten van de lichaamslengten werden ook in boxplots verwerkt.
Zie figuur 1.

figuur 1
|7 4| vrouw

— | man

: : : : : : : : : lichaamslengte (cm)
150 155 160 165 170 175 180 185 190 195

Je kunt met behulp van de gegevens over de lichaamslengten in tabel 2
onderzoeken hoe groot het verschil in lichaamslengte in het onderzoek is.
Interpretatie Dit kun je ook doen met behulp van de gegevens in figuur 1.
ep 10 Toon met behulp van het formuleblad aan dat je met deze twee
gegevensbronnen een verschillende conclusie trekt over de grootte van
het verschil in lichaamslengte tussen de mannelijke en de vrouwelijke
studenten.

Effectgrootte ) ) ) )
3p 11 Beargumenteer welk van beide conclusies het best te verdedigen is.

Om te onderzoeken of er een verband bestaat tussen de lichaamslengte
en de armlengte van de studenten zijn de resultaten van het onderzoek in
een spreidingsdiagram gezet. Zie figuur 2.

Er blijkt in dit onderzoek bij benadering een lineair verband te zijn tussen
de lichaamslengte L in cm en de armlengte 4 in cm. De getekende
trendlijn geeft dit verband weer.

figuur 2
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4p 12 Stel een formule op van de trendlijn.

Opgave 13 weggelaten
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Vraag Antwoord Scores

Verschillen

6 maximumscore 4
* De variabelen zijn: geslacht en voorkeurshand

» Het meetniveau van beide variabelen is nominaal 1
* Een uitleg waarin wordt vermeld dat de waarden van beide variabelen

niet kunnen worden geordend 1
Opmerking

Als slechts één variabele wordt genoemd die verder correct wordt
beschreven, voor deze vraag maximaal 3 scorepunten toekennen.

7 maximumscore 3
5-30-2-29

*  phi= 1
J(5+29)(5+2)(29+30)(2 +30)
« Dit geeft phi = 0,14 1
* Het antwoord: het verschil is gering 1
8 maximumscore 4
* Mannen: 183,3+2- 5’i=183,3i2,0 1
8,1

*  Vrouwen: 170,8+2- 2:170,8i2,9 1
* (2,0 1s kleiner dan 2,9 dus) het interval van de mannen is het smalst 1
* De informatie: met 95% zekerheid (dus in 95 van de 100 gevallen) zal

de gemiddelde lichaamslengte van de mannelijke respectievelijk

vrouwelijke studenten in het betreffende interval liggen 1

9 maximumscore 3

* Als één of beide standaardafwijkingen groter worden, wordt in de

formule van de effectgrootte de noemer groter 1
* (De teller blijft gelijk, dus) dit betekent dat de effectgrootte kleiner

wordt 1
* Dus bij grotere standaardafwijkingen kan het verschil minder groot

worden 1
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Vraag Antwoord Scores

10 maximumscore 6

Met tabel 2:
E:1183,8—17O,8 1
—(5.8+8,1)
2
* Dit geeft £ =1,9 (of nauwkeuriger)
* Het verschil is groot 1
Met figuur 1:
* De boxen overlappen elkaar 1
* De mediaan van de vrouwen ligt buiten de box van de mannen (of
omgekeerd: de mediaan van de mannen ligt buiten de box van de
vrouwen) 1
» Het verschil is middelmatig 1
11 maximumscore 3
Een juiste conclusie is:
* De boxen in figuur 1 overlappen elkaar maar voor een heel klein deel 1
* De effectgrootte is veel groter dan de grenswaarde van 0,8 1
* De conclusie die het best te verdedigen is, is dat het verschil groot is 1
12 maximumscore 4
* Twee geschikte punten op de trendlijn aflezen, bijvoorbeeld (160,66) en
(190,79) 1
. g e 79 -66 .
* Richtingscoéfficiént a = ——=0,4 (of nauwkeuriger) 1
190-160
* Het berekenen van startgetal b, leidend tot b = 3 (of nauwkeuriger) 1
e Hetantwoord: 4 =0,4-L +3 1

Opmerking
De punten dienen zodanig gekozen te zijn en zodanig nauwkeurig afgelezen
te zijn dat 0,35<a<0,45.
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Interpretatie

3p

Interpretatie
3p
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Teksten vergelijken (n.a.v. vwo A1 2004-II)

In ziekenhuizen worden vaak medische rapporten geschreven. Bij een
onderzoek naar de inhoud van dergelijke rapporten zijn 2500 rapporten
van het Elkerliek Ziekenhuis (ELK) te Deurne vergeleken met 2500
rapporten van het Academisch Ziekenhuis Maastricht (AZM). Van elk
rapport is de lengte bepaald, dat is het aantal woorden dat het rapport
bevat. In figuur 1 zijn de gegevens weergegeven in een gecombineerd
staafdiagram met klassenbreedte 10.

figuur 1
2257 .
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[ Azm
1757 i
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Voor de lengte van de rapporten van het ene ziekenhuis geldt:

I:  Het 1e kwartiel is 68, de mediaan is 100 en het 3e kwartiel is 149.
Voor de lengte van de rapporten van het andere ziekenhuis geldt:

I[I: Het 1e kwartiel is 92, de mediaan is 127 en het 3e kwartiel is 184.

Welke van deze series gegevens, | of |l, hoort bij het ELK? Licht je
antwoord toe.

Uit het onderzoek bleek dat de mediaan en het gemiddelde van de lengte
van de rapporten van het AZM niet even groot zijn.

Geef met een redenering, dus zonder een berekening, aan of de mediaan
groter of kleiner is dan het gemiddelde.

De rapporten van beide ziekenhuizen bevatten samen 996 734 woorden.
Toch waren er in totaal slechts ongeveer 20 000 verschillende woorden.
Dit komt omdat er woorden zijn die heel vaak gebruikt worden. In de tabel
zie je de 10 woorden die het meest frequent in de rapporten werden
gebruikt.

lees verder »»»



tabel Meest gebruikte woorden in medische teksten

woord een de van met en het in is ik geen
rangnummer 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
frequentie 40361 36485 34231 27667 | 26869 22965 | 22082 | 13681 11416 | 11363
cumulatief

percentage 4,0 7,7 11,1 13,9 16,6 18,9 21,1 22,5 23,7 24,8

Je ziet dat in de tabel de woorden op rangnummer, in volgorde van hun
frequentie, zijn genoemd. Zo kun je bijvoorbeeld aflezen dat het woord
‘met’ in totaal 27 677 keer is geteld en dat dit woord rangnummer 4 heeft.

Op grond van het onderzoek kun je berekenen hoeveel keer per 10 000
woorden het woordje ‘geen’ in een medisch rapport gebruikt wordt. Ook

gg}%“;ft‘if kun je het bijpehorende 95%-betrouwbaarheidsinterval berekenen.
4p 28 Bereken dit aantal keer per 10 000 woorden en bepaal het bijbehorende

95%-betrouwbaarheidsinterval.

Voor algemene teksten is er een formule die het verband aangeeft tussen
het rangnummer r van een woord en de bijpehorende frequentie /. Deze
formule staat bekend als de wet van Zipf.

In het geval van een algemene tekst van 996 734 woorden is de formule:

88000

r

f= (wet van Zipf)

Medische rapporten bevatten uiteraard medische teksten. Men wil
onderzoeken in hoeverre er verschil is tussen medische teksten en
algemene teksten.

Daartoe worden voor de medische teksten de cumulatieve percentages
van de 10 meest gebruikte woorden gebruikt. Zie de tabel. Met behulp van
de wet van Zipf kan men ook cumulatieve percentages van de meest
gebruikte woorden in algemene teksten bepalen.

Op grond van de cumulatieve frequenties van beide teksten en een
vuistregel op het formuleblad kan dan worden bepaald in hoeverre er
verschil is tussen de onderzochte medische teksten en algemene teksten.
Op den duur lopen deze cumulatieve percentages behoorlijk gelijk, maar

Verschil in in het begin wijken ze behoorlijk van elkaar af. Hierdoor is het voldoende
cumulatief naar de eerste 3 rangnummers te kijken.
percentage

50 29 Onderzoek op bovenstaande wijze of het verschil tussen de onderzochte
medische teksten en algemene teksten gering, middelmatig of groot is.

Opgave 30 weggelaten
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Teksten vergelijken

26

27

28

29

maximumscore 3

of

De verdeling van ELK ligt ten opzichte van AZM naar links

Het eerste kwartiel (of de mediaan of het derde kwartiel) zal bij ELK
lager zijn dan bij AZM

Serie I hoort bij ELK

Van serie I is het eerste kwartiel (of de mediaan of het derde kwartiel)
lager dan van serie 11

Serie I hoort bij de verdeling die het meest naar links ligt

Serie I hoort bij ELK

maximumscore 3

of

Rechts van de mediaan liggen de gegevens verder uit elkaar dan links
van de mediaan
De mediaan is dus kleiner dan het gemiddelde

Omdat de figuur rechtsscheef is, ligt het gemiddelde rechts van de
mediaan
De mediaan is dus kleiner dan het gemiddelde

maximumscore 4

11363
6734

Het woordje ‘geen” wordt dus 114 keer per 10000 woorden gebruikt
Het 95%-betrouwbaarheidsinterval van de populatieproportie is

0,0114+2- 0,0114-0,9886 (=0,0114+0,00021)
996 734

Per 10000 woorden is het betrouwbaarheidsinterval 114+2 (of
[112,116]) (of nauwkeuriger)

Het steekproefgemiddelde is

(=0,0114 (of nauwkeuriger))

maximumscore 5

In algemene teksten zijn de frequenties van de woorden met
rangnummer 1, 2 en 3 respectievelijk 88 000, 44 000 en 29333
De cumulatieve frequenties zijn dan 88 000, 132000 en 161333
Dit geeft de cumulatieve percentages 8,8, 13,2 en 16,2

Vergelijken met de tabel geeft dat max Vep = 5,5

C

De conclusie: (dit verschil is minder dan 20% dus) het verschil is gering
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Syllabus Centraal Examen

Domein E Statistiek

Parate kennis

De kandidaat kent

e de regel dat een steekproevenverdeling van een proportie of van een gemiddelde
bij voldoende grote steekproefomvang bij benadering normaal verdeeld is;

e de volgende vuistregels voor de normale verdeling met gemiddelde p en
standaardafwijking o:
- tussen p-o en p+0o ligt ongeveer 68% van de waarnemingen,
- tussen py-20 en p+20 ligt ongeveer 95% van de waarnemingen,
- tussen pu-30 en p+30 ligt nagenoeg 100% van de waarnemingen;

e het begrip betrouwbaarheidsinterval.

Opmerking:

Bij dit domein is geen onderscheid gemaakt tussen parate en productieve
vaardigheden. Zoals uit de formuleringen van de specificaties en uit de
voorbeeldvragen bij dit domein blijkt, gaat het steeds om productieve
vaardigheden waarbij werkwoorden horen als beoordelen, relevante informatie
afleiden, een geschikte representatie kiezen, data karakteriseren, vergelijken
en interpreteren. Dit is een gevolg van de samenhang met subdomein E5, dat
alleen in het schoolexamen getoetst wordt.

Subdomein E1 Presentaties van data interpreteren en beoordelen
De kandidaat kan data die op diverse manieren zijn gerepresenteerd en/of samengevat
interpreteren en beoordelen op relevantie in relatie tot een onderzoeksvraag.

Productieve vaardigheden
De kandidaat kan

1. een gegeven onderzoeksopzet of -vraag kritisch beoordelen;

2. een gegeven presentatie van data kritisch beoordelen in relatie tot het doel
waartoe deze is gemaakt;

3. beoordelen of er sprake is van een representatieve en/of aselecte steekproef;

4, bij een gegeven presentatie van data de begrippen centrum en spreiding
gebruiken en aangeven of deze zinvol zijn;

5. beoordelen of een variabele kwalitatief of kwantitatief, discreet of continu,
ordinaal of nominaal is;

6. bij een gegeven presentatie van data beoordelen of uitspraken voldoende zijn
onderbouwd;

7. uit gegeven presentaties van data of uit samenvattingen relevante informatie
afleiden.

Subdomein E2 Data verwerken

De kandidaat kan data verwerken, organiseren, bewerken, weergeven in grafieken,
tabellen en diagrammen, en karakteriseren met geschikte centrum- en
spreidingsmaten.

Productieve vaardigheden

De kandidaat kan

1. geschikte representaties kiezen. Het betreft een of meer van de volgende
representaties (al of niet ingedeeld in klassen): dotplot, staafdiagram,
cirkeldiagram, steelbladdiagram, lijndiagram, cumulatief en relatief
frequentiepolygoon, boxplot, puntenwolk of spreidingsdiagram, (cumulatieve)
frequentietabel en kruistabel;

2. bij een gegeven representatie een andere maken;
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3. beargumenteren welke centrummaat (gemiddelde, mediaan of modus) en
welke spreidingsmaat (standaardafwijking, interkwartielafstand,
spreidingsbreedte) geschikt zijn om een dataset te karakteriseren;

4, de samenhang tussen statistische variabelen beschrijven met behulp van een
kruistabel of puntenwolk;
5. uit gegeven data andere data afleiden en de mogelijke gevolgen daarvan

beredeneren voor de centrummaten en/of spreidingsmaten.

Subdomein E3 Data en verdelingen
De kandidaat kan data analyseren en kenmerken van een verdeling beschrijven.

Productieve vaardigheden

De kandidaat kan

1. verdelingen kwalitatief beschrijven en/of kwalitatief vergelijken, waarbij
gebruik gemaakt wordt van klokvormige, meertoppige, uniforme en scheve
verdelingen, centrum en spreiding, staarten en uitschieters;

2. gebruik maken van de drie vuistregels bij een (bij benadering) normale
verdeling;
3. bij een gegeven probleemstelling de omvang van de steekproef berekenen met

gegeven berekeningswijze.

Subdomein E4 Statistische uitspraken doen
De kandidaat kan
- op basis van steekproefgegevens een uitspraak doen over een populatieproportie
of populatiegemiddelde en de betrouwbaarheid kwantificeren,
- het verschil tussen groepen kwantificeren,
- het verband tussen twee variabelen beschrijven,
en het resultaat interpreteren in termen van de context.

Productieve vaardigheden
De kandidaat kan

1. groepen vergelijken op een gegeven kenmerk;

2. aan de hand van een gegeven berekeningswijze het verschil tussen twee
groepen kwantificeren;

3. op basis van een steekproefproportie of steekproefgemiddelde uitspraken doen

over de populatieproportie of het populatiegemiddelde en aan de hand van een

gegeven berekeningswijze de betrouwbaarheid kwantificeren;

een statistisch verband tussen twee variabelen beschrijven;

onderscheid maken tussen statistische samenhang en oorzakelijk verband;

de statistische samenhang tussen twee variabelen, beschreven met behulp van

een kruistabel of puntenwolk, interpreteren in termen van de probleemsituatie;

7. conclusies uit statistisch onderzoek met behulp van kwalitatieve en
kwantitatieve argumenten kritisch beoordelen, al dan niet in het kader van de
empirische cyclus (onderzoeksvraag, data verzamelen, data analyseren,
conclusies trekken).

ouk
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