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RESUMO E OBJETIVOS

Os alunos irdo utilizar a tecnologia TI-Nspire para tirar conclusdes sobre a relacdo geométrica entre
os afixos de dois niumeros complexos e dos respetivos simétricos, num poligono por eles definido,
relativo ao tema dos numeros complexos, do 12° ano de escolaridade. Neste sentido sera
necessario mobilizar conhecimentos anteriores de diferentes temas de modo a validar conjeturas

gue se fardo com muita vantagem com a manipulacédo de uma aplicacao fornecida.

MATERIAIS E PREPARAGCAQ

e TI-Nspire CX ou CX II-T ¢ Folha de tarefas

e Ficheiro ramos complexos2.tns

TAREFAS E INVESTIGAGOES PARA 0S ALUNOS

A resposta a 12 questdao é relativamente simples, 6bvia com a manipulacdo da aplicacdo caso néo
consiga o aluno obté-la de imediato. Alias, esta tarefa pode até ser trabalhada ap6s o aluno ter
aprendido que os afixos de um ndmero complexo e do respetivo simétrico sdo simétricos
relativmente a origem do plano de Argand. E, no entanto, uma pergunta necessaria e (til para

enquadrar o trabalho seguinte.

Para tratar algebrcamente as respostas, considere-se z, = a + bi (afixo A) e zz = ¢ + di (afixo B).

Designem-se ainda os afixos de —z4 por A’ e de —z,, por B’.

Para responder a 22 guestdo, e seguintes, esperam-se algumas dificuldades, sobretudo na
validagdo algébrica de conjeturas. Uma andlise a partir de uma organizagdo em tabela relativa as
coordenadas dos afixos, pode simplificar este trabalho.

b=d b+d
a=c A(a,b); B(a,b); A'(—a,—b); B'(—a,—b) A(a,b); B(a,d); A'(—a,—b); B'(—a,—d)
a+c A(a,b); B(c,b); A'(—a,—b); B'(—c,—b) A(a,b); B(c,d); A'(—a,—b); B'(—c,—d)

Conmecemos por analizar a situacdoemque a =cA b =d:
Neste caso, ha apenas dois pontos, eventualmente distintos. A manipulacdo da aplicacéo

rapidamente vai suscitar a necessidade de uma subdivisdo deste caso, como na tabela seguinte.
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b=0 b+0
a=0 A(0,0); B(0,0); A’(0,0); B'(0,0) A(0, b); B(0, b); A'(0,—b); B'(0,—b)
a+0 A(a,0); B(a,0); A'(—a,0); B'(—a,0) A(a,b); B(a,b); A'(—a,—b); B'(—a,—b)

Se as coordenadas forem nulas, o poligono é degenerdo num ponto, a origem do referencial. Se
apenas uma das coordenadas for numa, facilmente se comprova que o poligono degenera num
segmento de reta sobre o eixo imaginario (a = 0) ou sobre o eixo real (b = 0), sendo a origem do

plano de Argand o ponto médio desse segmento de reta. Ja se nenhuma das coordenadas for nula,

tem-se que AL = (—2a,—-2b) = BB'. Isto significa que os quatro pontos estéo alinhados sobre uma
reta, naturalmente passando pela origem, e de declive b/a, concluindo-se por isso que mais uma
vez o poligono € degenerado num segmento de reta que tem a origem como ponto médio, mas
agora nao estd nos eixos. Ocupa os quadrantes impares se 0s sinais de Re(zy) e Im(z,) forem

iguais e ocupa os quadrantes pares se estes sinais forem contrarios.

Analizemos agora a situacdo em que a = c A b # d, a qual pode ser vista como a situagcdo em que
a+*cAb=d.

Se os complexos tém a mesma parte real, e tendo em consideracdo que 0s respetivos simétricos
também terdo, o poligono serd um paralelogramo com dois lados opostos paralelos ao eixo
imaginario. Se por outro lado, as partes imaginarias forem iguais, 0 mesmo tipo de poligono sera
definido, agora com dois lados opostos paralelos ao eixo real. Um desafio surgird, que € o de
descobrir em que circunstancias se tem um retangulo com os lados paralelos aos eixos, e quando

€ esse retangulo quadrado.

6.67 Bl

Um trabalho mais analitico apoiara o trabalho de manipulacdo da aplicacdo para provar as

conjeturas. Considere-se a situagcdo em que a = ¢ A b # d, sendo a outra perfeitamente analoga.
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Ora, A(a,b),B(a,d),A’'(—a,—b) e B'(—a, —d).

Tem-se que AB = (0,d —b) = B'A’ e ainda que BA' = (=2a,-b—d) = AB' e consequentemente a
concluséo de que o poligono € um paralelogramo.

Ora, se b e d forem simétricos, tem-se que AB = (0,—2b) = BA e que BA' = (—2a,0) = Z?,
concluindo-se assim que o paralelogramo é retangulo, de lados paralelos aos eixos, e que quando

|a| = |b|, € um quadrado.

Considere-se agora, excluidas as situacdes anteriorews, que a # cA b # d.
Tem-se que A(a, b); B(c,d); A'(—a, —b) e B'(—c, —b), donde AB = (c —a,d —b) = B'A’ e
A'B = (c+ad+b)= B’A. Temos ento que, nestas circunstancias, o poligono é sempre um

paralelogramo sem lados paralelos aos eixos.

%
(), Jan) a(-1,3)
B(6,2)

s |B(3,4) 6,67 6.67

Para que o paralelogramo seja retangulo, os lados consecutivos tém se ser perpendiculares, o que

se pode traduzir por pela exprssdo 4B - AB’ = 0, que resulta em a? + b% = ¢ + d2.

Para que o paralelogramo seja losango, as diagonais tém se ser perpendiculares, o que se pode

traduzir por pela exprsséo AA BB = 0, que resulta em ac + bd = 0.
Considerando as duas condi¢Oes anteriores, temos naturalmente o quadrado.

Estas relagbes podem suscitar regras praticas a aplicar a definicdo do numeros complexos z, e zg

para obter o poligono pretendido.

As respostas as questdes colcadas encontram-se neste estudo exaustivo, o que permite também
perceber porque razdo nao é possivel obter outro tipo de elementos geométricos, o que da resposta

a ultima questao.
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